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Problema 1.Fie (a,)_ . o progresie aritmetica cu ratia —, iar termenii q sia, sunt
n1 3 n

numere naturale nenule. Stiind ca suma primilor n termeni ai progresii aritmetice este
2010, se cere:

a) Sa se determine n.

b) Sa se determine numarul termenilor din suma care sunt numere naturale.

Milu Carmaciu, profesor, Galati
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Solutie: a) Fie S, =a,+a,+a3+...4a,=2010=>aq,+a, = 020
n
n—1
an=a1+(n—1).r,n21:>an—a1: 3
Atunci a1:2010_n—1;a :”‘14_2010;

n 6 " 6 n

Dar a;, a,e N=ne Dy sin=6-k+1, ke N = n=67. Asadar estea, =19; ag; = 41.
o 1 . ..
b) Asadar, a; =19; ag; =41. Dacd ratia este 3 atunci termenii care sunt numere

naturale sunt: a; =19; a, =20; a; =21;...;a5; =41. Numarul lor este 23.

1,1
{x} x [1]

( [x] si {x} reprezintd partea Tntreaga, respectiv partea fractionara a numarului real x )

Problema 2. Sa se rezolve, in mul{imea numerelor reale, ecuatia —

* ok sk
Solutie: Conditii: xe ZuU(0,1)

Daca x < 0= ecuatia nu are solutii ( 1 >0, 1 +L <0);

o x o
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Dacd x>2=1{" <1, iar — > 1(Fals)=> ecuatia nu are solutii.
[x]z22=— < e [x] {x}
[X] 2



Dacd xe(1,2)>——=—+lex =
x—1 x
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Solutia ecuatiei este x; = —

Problema 3. Fie multimea M = {x2 + y2 /x,ye Z}.
a) Sa se demonstreze ca 2011¢ M si 2048 M.
b) Sa se demonstreze implicatia: (V)pe M, (V)qe M=p-qgeM.
c) Si se determine submultimile finite M’ ale multimii M, cu proprietatea:
(V)peM’, (V)geM = p-qe M".
Prelucrare Constantin Ursu, profesor, Galati

Solutie :

a) Fie xe Z.

1. Dacix=2-kkeZ=x*=4-k>=>x*eM,.
2. Dacd x=2-k+LkeZ= 2 =4-k> +4:k+1=x" =4 (K7 +k)+1= x7 € My +1.

Daca x,yeZ:xz,yzeM4 sauM4+1:>x2+y26M4 sau M 4 +1 sau M 4 +2.

in concluzie, X+ y2 g M, +3.

2 2
Numarul 2011=502-4+3€ M, +3=>2011¢ M. 2048=(2°) +(2°) e M.
b)
. 2,2 2 2
Fiep, ge M, p=x"+y", q=x"+y,", X, X3, Y, Y, € Z.
2 2
p-q=(x12+y12)-(x22+y22)=(?€1'Xz—yl'yz) +(x Yy +x ) € M.
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C) Presupunem caM’ COl’ltll’le pe€ ac N ,a> 1 , atunci va COl’ltll’le pea,a,.. a",... Aceste

elemente nu se repetd , deoarece dacd a' =a’, i< j, arrezultacd a’/~' =1= a =1(fals). Deci
multimea M’ nu ar fi mulfime finitd. In concluzie, multimea M’ poate si contind numai pe 0 sau

1. Asadar, M"={0}; M"={1}; M"={0,1}.



Problema 4. Fie triunghiul aABC si punctele M, N, P, Q astfel incat:
BM =a-MC; C—Pz,B-ﬁl; @: y-Q—B; BN =m-CN , unde «, B, v si msunt numere reale
strict pozitive. Se cere:

a) Daca a=/f=y, sa se demonstreze ca triunghiul AABC are acelasi centru de
greutate ca si triunghiul aMPQ .
b) Sa se determine relatia dintre numerele «, g,y astfel incat dreptele AM, CQ, BP
sa fie concurente.
c) Sa se determine in functie de msi y raportul in care dreapta NQ Imparte
segmentul (AC), cazul in care dreapta NQ intersecteazd segmentul (AC).
Constantin Ursu, profesor, Galati

Solutie: a) Se stie ¢ AM =k-MB = (¥)Oe planului,avem: OM :%, k#-1.
+

OB+05~0C; 5I3=0C+05-OA; 5~=0A+a-OB.

a+1 a+1 a+1

1

Daci a=f=y=OM =

Daci G este centrul de greutate al triunghiului sABC = 0G =—(0OA+ OB +5€) , si daca

3
G’ este centrul de greutate al triunghiului aMPQ , atunci OG’ =%(W +OP+ O—Q) .
Deci
— 1 (OB+a-0OC OC+a-OA OA+a-OB
oG =—- + + &
3 a+l1 o+1 o+1
O—G,:%.(OBH;-Oc+Oc+a1~0A+0A+a-OBJ(:)O—G,:%.(OTHEJF%)
o+

In concluzie, 0G'=0G < G=G’.
b) Se aplica teorema lui Ceva: dreptele AM, BP, CQ sunt concurente daca si

numai daca B—-—-——I@a-ﬂ}/:l.

¢) Din ipotezd, m>0, de unde rezulta ca punctul N¢ [BC]. Se aplica teorema
lui Menelaus 1n triunghiul AABC pentru punctele N, S, Q cu

NON(AC)={S}: ﬁ-N—C-%=1@£=E-@=m-7.Deciraportul
SC NB 0A SC_ NC OB
cautat este —m-y, deoarece S (AC).

Nota. Elevii care vor da raspunsul m-¥ nu vor fi depunctati.



